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试评森岛通夫对马克思两个相等关系的误读

  【中】丁堡骏 黎贵才

内容提要： “ ”森岛通夫在求解转形问题时，将 加权 的两个基本相等关系作为马

克思的两个基本相等关系来论证，曲解了马克思转形命题；在对马克思两个相等关

系的论证中，森岛通夫由于变相地引进两个不变性假定，使其论证成为循环论证。因

此，从数理角度看，森岛通夫的马尔科夫过程并没有真正解决转形问题。

关键词：价值转形；马尔科夫过程解法；两个相等关系

价值向生产价格的转化即价值转形是马克思劳动价值论的理论中枢。自《资本论》

第三卷出版以来的一个多世纪，资产阶级经济学者对马克思的转形理论的批评从而

间歇，他们多方指责马克思的转形逻辑不能成立，或批评马克思转形分析是完全多

余的a。马克思主义及其同情者为捍卫马克思理论，试图构建模型来论证马克思的转

形思想。然而遗憾的是，在20世纪50年代以前他们对转形问题的求解不是得出马克思

两个恒等关系不能同时成立b，就是得出两个恒等关系只有在极苛刻的条件下才能成

立c。20世纪70年代，森岛通夫运用非负矩阵性质和马尔科夫过程构建动态模型，对马

克思两个恒等关系给出了在较宽松条件下成立的证明，在经济学界尤其是在马克思

主义学术界引起了较大反响，受到不少西方马克思主义者和部分中国马克思主义研

究者的推崇d。

然而，尽管森岛通夫在学术界以一个马克思主义经济学维护者的姿态出现，但

他并没有最终坚持马克思的劳动价值论。森岛通夫在运用他所构建的模型分析联合生

产问题时，却得出马克思的转形理论在联合生产条件下不能成立的结论。他进而据此

奉劝马克思主义经济学家放弃劳动价值理论，给学术界马克思理论的研究带来了一

定的消极影响。为澄清森岛通夫给学术界造成混乱，推动转形问题的进一步研究，对

森岛通夫思想和他的模型进行重新检视和评价是十分必要的。笔者在《转形问题研究

的马尔科夫过程解法之迷途》（2007）一文中曾指出，森岛通夫运用鲍特凯维持传统

的简单再生产方法，根据实物量关系来分析马克思的转形命题，完全曲解了马克思

转形分析的意图，暴露出森岛通夫并没有真正把握马克思劳动价值论的精髓。本文则

在上文分析基础上，着重检视他模型中的数学推理，以揭示他的转形解法在数学分

a  以庞巴维克（1898）、萨缪尔森（1974、1982）为代表的资产阶级学者认为马克思的转形逻
辑是不能成立的；而斯蒂德曼（1977）等为代表的资产阶级经济学家则认为转化问题是多余的，
没有实际意义的。

b  鲍特凯维持构建模型证明了简单生产条件下利润总额等于剩余价值总额，但不能证明价格
总额与价值总额相等，而温特尼茨则正好相反。

c  塞顿曾构建模型求解得出，要使得两个马克思的两个恒等关系成立，模型必须满足简单再
生产、第三部类的资本有机构成等于社会平均的资本有机构成等条件。

d  美国新古典马克思主义代表人物约翰 ·罗默（1981）继承了森岛通夫的转形分析思路，并
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析上的错误。在做深入分析之前，本文首先对模型的数学推导进行梳理，使模型脉络

更为清晰，以方便下文的进一步讨论。

一、森岛通夫对两个相等关系的数学论证

（一）森岛通夫对转形含义的解释

森岛通夫采用冯·诺依曼不等式[3]将再生产的投入产出关系分别用价值和价格形

式表示为：

                      LAB +Λ≤Λ            （1）

)()1( wLAppB ++≤ π        （2）

其中Λ为价值行向量，p为价格行向量，π为满足不等式的最大利润率，L为劳

动投入向量，A为投入系数矩阵，B为产出系数矩阵。

森岛通夫进一步假定，生产过程满足每一种商品的生产由唯一的生产过程决定

并且没有联合产出。这分别意味着，A为方阵和B为单位矩阵。根据这些假定，价值和

价格形式的投入产出关系可分别用等式表示为：

                 Λ=+Λ LA               （3）

               )()1( wLApp ++= π         （4）

考虑到工人的预算约束方程为 pDw = ，价格方程可以表述为：

)()1( DLApp ++= π       （5）

森岛通夫就从（3）、（5）这两个方程出发来考察转形问题。

要考察转形问题，首先必须说明由投入产出的价值方程转化而来的生产价格方

程能够成立，即必须说明生产价格方程存在一组正利润和非负价格向量解。

森岛通夫认为，由于投入系数为非负矩阵，根据Frobenius定理可以得到，系数

矩阵M（ DLAM += ）一定存在模最大的正的特征根 ρ，和非负特征向量p，满足

pMp =ρ 。如果能够说明这个特征根小于1，那么将这个特征根的倒数减去1作为利润

率，对应的这个特征向量作为生产价格向量，生产价格方程的经济意义就得到说明。

   （二）森岛通夫对马克思两个基本相等关系的论证

森岛通夫在马克思两个基本关系的论证中运用了马尔科夫过程。为了便于读者更

好地理清森岛通夫的解法思路，下面将它分解成三步来进行阐述。

1、 迭代各期的价格总和等于价值总和的论证

森岛通夫认为，置盐信雄曾经用 Mp
Mxp

xp
p t

t

t
t =+1 证明了价值总额等于生产价格总额，

即 pxx =Λ 。理由是，只要规定迭代初始价格为价值，均衡条件的价格为生产价格，

以他模型为基础，对马克思主义的许多经典问题作了深入研究。中国学者白暴力（2003）、杨玉生
（2006）、吕昌会（2005）等对森岛通夫的解法也给予了高度评价和肯定，认为森岛通夫正确解
答了转形问题。

286



                                                             世界政治经济学学会第四届论坛 法国·巴黎

那么在迭代式的两边同时右乘实际产出向量x即可。这个迭代，森岛通夫认为，相对

森岛通夫自己的模型来说更符合现实，因为产出可以为实际产出。接着认为，从这个

式子却无法证得利润总额等于剩余价值总额，即 xSx Π= 。

作为对置盐信雄模型的改进，森岛通夫则从产出和价格两方面进行迭代来论证

马克思的两个相等关系。

森岛通夫先通过产出迭代方程 t
t

t
t My

My

y
y

Λ
Λ

=+1 找到各态历经解 y满足]：

yM
yM

y
y

Λ
Λ=                  (6)

很显然，
y

yM

Λ
Λ

为矩阵M的特征根。森岛通夫还证明这个特征根就是Frobenius根。

根据前面说明，可得该特征根小于1。森岛通夫将它与1的差作为利润率，即有

π+=
Λ
Λ

1
yM

y
，从而有：

yMy )1( π+=             （7            ）

    森岛通夫接着构建价格向量迭代方程:：

Mpp tt )1(1 π+=+             (8)

在价格向量迭代方程的两边右乘 y，并结合（7）式，可得出：

ypyMpyp ttt =+=+ )1(1 π        （9）

从这里可以看出，在简单再生产条件下，迭代各期的生产价格都相等。如果第一

期的价格与价值不发生偏离，即有：

yypyp tt Λ==+1                （10）

即迭代中各期的价格都相等，且都等于价值。

2 “ ”、迭代各期的 剩余价格 总和等于剩余价值总和的论证

综合（7）、（9）、（10）式可得：

yMyypyMp tt Λ=Λ
+

=
+

=
ππ 1

1

1

1
  （11）

将（10）式减去（11）式可得：

yMyMpp tt )()( Λ−Λ=−        （12）

“ ”即迭代各期的 剩余价格总和 等于剩余价值总和。

3、生产价格的求解与马克思两个基本相等关系的论证

森岛通夫接下来对各部门进行所谓的度量标准化，作变换 uYy ˆ= ，其中
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)ˆ,...ˆ,ˆ( 21 nyyydiagY =
∧

（若
−

iy >0，
∧

iy  = 
−

iy ；若
−

iy =0，
∧

iy = 1），然后代入（7）式，

可得 uYMYu ˆˆ)1( 1−+= π 。此时价值向量变为 1* ˆ −Λ=Λ Y 。将 YMY ˆˆ 1− 记作M*，该式即转化

为：

uMu *)1( π+=          （13        ）

现在对这个新的系数矩阵M*重新构造价格迭代方程：

                 *
1 )1( Mpp tt π+=+          （14）

由于（13）、（14）式与（7）、（8）式结构完全相同，以上推理仍然成立，即

有：

                     uupt
*Λ=               （15）

                uMuMpp tt )()( **** Λ−Λ=−    （16      ）

森岛通夫认为，如果M*为非负本原矩阵， )1( π+ 为它的Frobenius根，那么价格

迭代即能收敛。令 t
t

pp
∞→

= lim ，森岛通夫认为， p为转化后的生产价格。现在根据

（15）、（16）式有以下两个等式成立。

uup *Λ=                （17）

Suu =Π                （18）

其中 *Mpp −=Π ， *** MS Λ−Λ= 。

（17）、（18 “ ” “）式就是森岛通夫所认为的， 生产价格总额等于价值总额 ， 利

”润总额等于剩余价值总额 。至此两个基本条件的论证就告完毕。

二、森岛通夫在两个相等关系论证中的数学错误

1 “ ”、森岛通夫所论证的两个相等关系是 加权 的相等关系

森岛通夫曾宣称，他已经证明了在不包括所有非基础性生产部门在内的所有生

产部门，两个相等关系------“ ” “ ”总价值和总价格相等 、总剩余价值和总利润相等 能够

同时存在。但是这两者的相等关系，是在作了标准化变换以后的相等关系，与原来的

两个相等关系是否等价，还必须作进一步的分析。下面我们试图对这两个相等关系进

“ ” “ ”行 还原 ，以恢复它们的 本来面目 。

为简化起见，可用塞顿的简单三部门经济结构来分析马克思的转形模型a。

在塞顿模型中马克思的价值方程为：

                 3,2,1, ==++ iYSVC iiii               （19）

a  鲍莫尔（1974 “ ‘ ’ ”）在批评萨缪尔森的 马克思的 橡皮擦 论 时指出，马克思的转形分析是为
了说明非劳动收入如何产生、如何再分配，并不是来表明来如何从价值中推算出价格。丁堡骏
（1999）基本赞同鲍莫尔关于马克思转形分析目的观点，认为马克思的价值转形目的是为了说明
剩余价值的来源和再分配，并进而从剩余价值再分配的角度构建模型，较成功地论证马克思转形

“ ”的基本命题。该模型中的 简单的马克思转化模型 如果从简单再生产角度来看，与塞顿的三部门
模型结构上是相同的。塞顿对简单再生产条件的转形概括也得到学术界的基本认同。这里为分析方
便，仍以塞顿模型为分析参照。
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对应的价格方程为：

               3,2,1,))(1( 21 ==++ ixYxVxC iiiiπ         （20）

这里 iY 代表 i部门产出的价值，其中第三个方程为奢侈品生产部门，其产品的总

价值等于各部门剩余价值的总和。则 ∑
=

=
3

1
1

i
iCY ， ∑

=

=
3

1
2

i
iVY ， ∑

=

=
3

1
3

i
iSY 。 1x 、 2x 、 3x 分

别代表价值 ),,( iii SVC 对它们价格的偏离系数 )3,2,1( =i 。

森岛通夫曾在《价值、剥削与经济增长》一书中将这个模型表示成矩阵形式。他令

ip 代表商品 i的价格， ii aC 11λ= ， ii ldV 22λ= ， iiY λ= ，则 iii px λ/= 。并假定各部门

的剥削率都为e，并认为
22

221

d

d
e

λ
λ−

= ，相应价值方程转化为：

3,2,1,1 ==+ ila iiii λλ                （21）

价格方程转化为：

            3,2,1,))(1( 2211 ==++ ipldpap iiiπ          （22）

用矩阵形式可表示为：

),,(

0      0       0  

d  ld  ld

a    a    a

),,)(1( 321322212

131211

321 ppplppp =















+ π     （21）

或记为：

               pDLAp =++ )()1( π                   （22）

其中 ),,( 321 pppp = ，















=

0      0      0 

0     0       0 

 a   a   a 131211

A ， TdD )0,,0( 2= ， ),,( 321 lllL = 。

因此在塞顿模型中对应的总价值等于总价格的表达式 ∑∑
==

=
3

1

3

1 i
ii

i
i xYY ，按照森岛

 通夫的变换，可以转化为：

∑∑
==

=
3

1

3

1 i
i

i
i pλ                 （23  ）

如果令 T)1,1,1(=ω ， ),,( 321 λλλ=Λ “ ”，马克思的 总价值等于总价格 的表达式则

可记为：

                        ωω p=Λ                    （24）

另外，由于塞顿模型预付资本的总价值为 21 λλ + ，不难验证这个总价值可表示

为 ωMΛ （其中 DLAM += “ ”），那么马克思的 总剩余价值等于总利润 的表达式按

森岛通夫的界定可表示为：

ωω )()( pMpM −=Λ−Λ           （25）
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（24）、（25）式是塞顿模型的森岛通夫所采用的矩阵形式表示下的两个相等关系，

下面我们来进一步考察森岛通夫模型两个相等关系所代表的具体含义。

“ ” “ ”在森岛通夫模型中， 总价值等于总价格 和 总剩余价值等于总利润 这两个等

式 分 别 指 的 是 upu =Λ* ， uMppuM )()( **** −=Λ−Λ ， 其 中 ， Ŷ* Λ=Λ ，

YMYM ˆˆ 1* −= 。

如果将各态历经解代入价格迭代方程（14）式可得：
*)1( Mpp π+=               （26）

将M*代入，可将方程还原为：

                MYpYp 11 ˆ)1(ˆ −− += π             （27）

由于在森岛通夫模型中，该方程代表的就是生产价格方程，因此将该方程与生

产价格方程（22）式相对照，可得 Ypp ˆ= 。现将 Ŷ* Λ=Λ 、 Ypp ˆ= 、 YMYM ˆˆ 1* −= 、

yYu 1ˆ −= 代回森岛通夫以上的两个基本等式可得： yYYpyYY 11 ˆˆˆˆ −− ⋅=⋅Λ ， 

yYYMYYpYpyYYMYYY 1111 ˆ)ˆˆˆˆ(ˆ)ˆˆˆˆ( −−−− ⋅⋅−=⋅⋅Λ−Λ 。化简后即为：

                ypy =Λ                        （28）

               ypMpyM )()( −=Λ−Λ          （29）

将（28）、（29）式与（24）、（25）式相对照可以发现，森岛通夫求证的两个

“ ”相等关系已经马克思原来意义上的两个相等关系，而是 加权 意义上的相等关系，

与马克思的两个基本命题是有本质区别的。如果从平均值角度作比较，将ω、 y标准

化为模为1的向量，可以发现，马克思的两个基本等式指的是各部门总价值的简单平

均等于总价格的简单平均、总剩余价值的简单平均等于总利润的简单平均；而森岛通

夫求证的则是，各部门总价值的加权平均等于总价格的加权平均、总剩余价值的加权

平均等于总利润的加权平均。而且在森岛通夫的模型中奢侈品部门在各等式中的权重

为零（在塞顿模型中表现为 y的第三个分量为0），因此 y不论在什么条件下都不等

于ω，即森岛通夫所证明的两个相等关系与马克思的两个基本相等关系是完全不相
容的。

2、森岛通夫在马尔科夫迭代收敛论证中的迂回与错误

进一步对森岛通夫的还原后的两个基本等式进行考察可以发现，如果（11）、

（12）式中的价格向量pt能够收敛，那么（28）、（29）式实际上就是（11）、（12）

式的均衡方程。因此，只要能证明价格迭代方程 Mpp tt )1(1 π+=+ 存在各态历经解，

我们就可以说，森岛通夫所作的标准化变换就是多余的。

在森岛通夫的模型中，价格迭代方程在收敛特性上与产出迭代方程具有十分类

似的性质。而森岛通夫的产出调整迭代方程 t
t

t
t My

My

y
y

Λ
Λ

=+1 能够收敛，是从由本原矩

阵 Ṁ （=mM，m为本原矩阵M的Frobenius根的倒数）产生的迭代序列 tt xMx ˙=+1 一定

能够收敛演绎出来，但对后者的收敛森岛通夫并没有给出证明，认为这是一个众所
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周知的事实。为了讨论的方便，对它的证明这里先作一简单补充。

根据非负矩阵的性质，我们知道，对于任意的非负本原矩阵 A，有

0])([lim 1 >=−

∞→
LAA m

m
ρ 成 立 ， 其 中 ， TxyL = ， xAAx )(ρ= ， yAyAT )(ρ= ，

0,0 >> yx ，且 1=yxT 。

由于 Ṁ 的谱半径为1，因此一定存在正矩阵L使得 0lim Lxxt
t

=
∞→ ，因为：

01 xMxMx t
tt

˙˙ == −

从而有：

00limlim LxxMx t

n
t

n
==

∞→∞→
˙

即序列极限与系数矩阵的初始状态无关，令收敛值为 x。结合森岛通夫《价值、剥

削和经济增长》一书第6章附录引理1的推理就可证得（1）式成立，即存在均衡产出

y满足 yMy )1( π+= 。

根据对产出迭代序列收敛的论证，我们也能够很容易证明价格迭代序列即（8）

式收敛。因为对于M的转置矩阵MT而言，由于它与原矩阵有相同的特征根，从而有相

同的谱半径（即 Frobenius特征根），那么由 TM)1( π+ 生成的任意迭代序列

t
T

t M ωπω )1(1 +=+ 一定也存在与初始分布无关的极限值，令其ω 。从而可以得出

ωπω TM)1( += 。现在只要令
T

ttp ω= ， Tp ω= ，就可以很简单说明（8）式收敛。

既然（8）式能够收敛，那么（28）、（29）式的证明就只须将（8）式的各态历

经解直接代入（11）、（12）式即可。因此，笔者认为，森岛通夫所作的标准化的变

换是没有必要的。

对于产出迭代方程 t
t

t
t My

My

y
y

Λ
Λ

=+1 而言，由以上的分析可知，产出 y客观上并

没有实际的经济意义，只起到权重的分配作用，如果产出迭代方程采用

tt Myy )1(1 π+=+ （其中 ρ
π 1

1 =+ ， ρ为M的谱半径），其结果并不会发生改变，形

式则变得更为简单了当。

我们再作深一步的考察。森岛通夫曾作结论说，他已经证明了在不包括所有非基

础性生产部门在内的所有生产部门，两个相等关系能够同时存在。将所谓的非基础部

门排除在外，在总量的核算中体现在向量u某一个或某几个分量为零，进而体现在向

量 y中所对应的某一个或某几个分量为零。笔者认为，森岛通夫这里有个较大的疏忽

他遗忘了这些零分量在系数矩阵M中所对应的行必定也为零。森岛通夫对此曾将投入

系数矩阵调整为 YMY ˆˆ 1− ，但是这种调整只变动系数矩阵各元素的倍数，原来的零元

素依然是零元素，因此系数矩阵不论是原矩阵还是调整后的矩阵都不可能是本原矩

阵。因为本原矩阵首先必须满足不可约，即不存在置换矩阵P使得：

291



                                                             世界政治经济学学会第四届论坛 法国·巴黎









=

 B      0 

  CA      
MPPT           （30）

因此M矩阵一定不存在0行或0列。所以森岛通夫产出迭代方程和价格迭代方程不论是

原形式还是调整形式，迭代得出的结果就不是均衡解而是循环解。

当然，这个疏忽还是可以克服的。我们可以将系数矩阵中向量 y的零分量所对应

的零行和相应列，和价格向量中 y的零分量所对应的分量去掉，得到新的价格向量

tp′和系数矩阵M ′。此时，作为原系数矩阵余子式的新系数矩阵则可以为本原矩阵。用

这个新系数矩阵构造产出迭代方程和价格迭代方程进行迭代，就有可能得到均衡解，

而且还不会影响森岛通夫原来的分析结果。

森岛通夫在收敛论证中的不严谨，容易给读者的理解造成误导。斯摩洛维特斯

（Simonovits,1978）就曾提认为按照这种方式迭代并不能保证一定收敛或循环。他举

了一个极坐标函数例子 φcosrx = ， )cos()( παφ += rxf （这里 0,, >αφr ，α 为无理

数， πφ 20 <≤ ， 10 ≤≤ r ）来说明迭代不能循环和收敛。但在这里斯摩洛维特斯却没

有理解数的循环与向量循环之间的区别。向量循环只要求向量分量对应成比例，并不

象数的循环那样要求完全相等。正如森岛通夫对斯摩洛维特斯所作的答复一样，斯摩

洛维特斯对向量循环的误解是由于他不理解非负矩阵的性质。以上并不是森岛通夫求

“ ”解转形问题错误的要害所在，其关键错误在于对两个相等关系的论证是 塞顿式 的

循环论证。

3、森岛通夫对两个相等关系的论证实质是循环论证

森岛通夫对这两个相等关系的论证存在与塞顿相同的问题，即其论证是一个循

环论证。塞顿对马克思两个相等关系的论证之所以是一个循环论证，是因为，塞顿在

对这两个相等关系论证过程中引进了两个不变性假定。这两个不变性假定是：一是假

定第三部门的价值与生产价格不发生偏离（即P3=1）；另一是隐含地假定按价值计

算的利润率等于按生产价格计算的利润率。

同样，在森岛通夫模型中也存在类似的两个不变性假定。

第一，森岛通夫模型也隐含地假定了按价值计算的利润率等于按生产价格计算

的利润率。因为，森岛通夫假定投入系数矩阵为本原矩阵，意味着假定产出迭代方程

tt Myy )1(1 π+=+ 和价格迭代方程 Mpp tt )1(1 π+=+ 分别存在各态历经解 y和p，满足 

yMy )1( π+= 和 pMp )1( π+= 。对这两个均衡方程分别左乘价值向量Λ和右乘产出向

量 y可以得到：

yMy Λ+=Λ )1( π          （31  ）

                  ypMyp )1( π+=           （32）

 从这里可以看出（31）式中的利润率代表的是按价值核算的利润率，（32）式

中的利润率代表是按价格核算的利润率。森岛通夫模型将它们不作区分就意味着将这

两者相等视为相等。实际上，更一般地，森岛通夫假定了不论按什么形式核算的利润

率都相等，且都等于Frobenius根的倒数减1。
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第二，森岛通夫在模型中假定了预付资本的价值总额等于预付资本的生产价格

总额。森岛通夫假定价格迭代方程的初始价格向量 0p 等于价值Λ，即意味着相当于假

定：

yMyMpypMyp Λ+=+=+= )1()1()1( 0 πππ      （33）

从而有：

ypMyM =Λ                     （34）

即假定预付资本价值总额等于预付资本的生产价格总额。

因此从以上的分析可以看出，对塞顿模型两个不变性假定的批评同样也适用于

森岛通夫模型。暂时撇开森通夫的两个基本相等关系是否忠实原意，很显然，如果已

知预付资本的总价值等于总价格，即 ypMyM =Λ ，而且已知按价值核算的利润率等

于按价格核算的利润率，那么有：

                     ypMyM ππ =Λ                  （35）

 ypMyM )1()1( ππ +=Λ+            （36）

（35）、（36 “ ” “ ”）式即分别意味着 总剩余价值等于总利润 和 总价值等于总价格

因此森岛通夫模型对两个基本相等关系的论证实际上就是一个循环论证。

 

三、结语

以上分析表明，森岛通夫论证的两个相等关系，不是原来意义上的马克思的两

“ ”个相等关系，而是 加权 的两个相等关系。在两个相等关系的论证中由于暗含了两个

“ ”不变性假定，这种论证也不过是一个循环论证。此外，森岛通夫对 马尔科夫 迭代的

收敛性，以及利润率与剥削率的等价关系的论证中还存在数学推导上错误。因此，从

数理的角度看，森岛通夫并没有真正解决转形问题。
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